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RESUMEN

Los torneos son un tipo de grafos dirigidos los cuales han sido usados para estudiar la geometria
de variedades bandera cldsicas, para lo cual se usa la relacién existente entre torneos y estructuras
cuasicomplejas sobre las variedades bandera cldsicas. Elinterés porestudiar este tipo de grafos radica
en la posibilidad de usar las propiedades combinatorias de los torneos para estudiar propiedades
geométricas de las variedades bandera. En este articulo presentamos las ideas basicas sobre la curvatura
de Ricci para torneos y, en particular, estudiamos algunas propiedades de los torneos parabdlicos y los

torneos localmente transitivos.

Palabras clave: Grafos dirigidos, torneos, curvatura de Ricci, torneos parabélicos, torneos localmente

transitivos.
ABSTRACT

Tournaments are a type of directed graphs which have been used to study the geometry of classical flag
manifolds, for which the existing relationship between tournaments and almost complex structures on classical
flag manifolds is used. The interest to study this type of graphs liesin the possibility of using the combinatorial
properties of fournamentsto study geometric properties of the flag manifolds. In this paper we present the
basic ideas about the Ricci curvature for tournaments and in particular we study some properties of parabolic

tournaments and locally transitive tournaments.

Keywords: Directed graphs, tournaments, Ricci curvature, parabolic tournaments, locally transitive

tournaments.
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1. Introduccién

Los torneos son una clase de grafos dirigidos para los cuales cualquier par de vértices estd unido por
exactamente un arco orientado.Este tipo de grafoshan sido usados para estudiar diferentes estructuras
geométricas.Los primeros en usar torneos para estudiar la geometria de variedades bandera fueron
Burstall y Salamon [2], ellos descubrieron la relacién que existe entre estructuras cuasicomplejas sobre
las variedades bandera cldsicas y torneos.Con dicharelacién ellos clasificaron todas las estructuras

cuasicomplejas que admiten métricas Kihler sobre variedades bandera cldsicas.

Posteriormente, Mo y Negreiros [17] usaron torneos para estudiar estructuras (1,2)-simplécticas sobre
variedades bandera clasicas y con estas producir nuevos ejemplos de aplicaciones arménicas. A partir de ese
trabajo surgieron varios trabajos en los cuales se usaron torneos entre los que podemos citar los de Cohen,
Negreiros y San Martin [4,5],Cohen, Paredes y Pinzén [6], Florez [9], Paredes [22-25], Paredes, Gonzilez
y McKay [26], Paredes y Pinzén [27-30].

En 2011, Lin, Lu y Yau [14] modificaron la definicién de curvatura de Ricci de cadenas de Markov
dada por Olivier [21] e introdujeron el concepto de curvatura de Ricci para grafos. Ellos estudiaron
propiedades de la curvatura de Ricci de grafos en general, del producto cartesiano de grafos y de grafos
estocdsticos. Mds tarde, en [15], los mismos Lin, Lu y Yau estudiaron grafos Ricci-planos los cuales
son aquellos para los que la curvatura de Ricci se anula en todos sus vértices. En [16], Lin y Yau dan
algunas estimativas para la curvatura de Ricci y también obtienen una estimativa para el autovalor del

operador de Laplace sobre grafos finitos.

Recientemente, Yamada [31] estudié la curvatura de Ricci de un grafo dirigido, en dicho trabajo se
estudian algunas propiedades de la curvatura de Ricci y se encuentran condiciones para que un grafo
dirigido regular sea plano. Ademds, se calcula la curvatura de Ricci del producto cartesiano de grafos

dirigidos.

Usando ideas de Yamada [31], en este trabajo estudiamos la curvatura de Ricci para torneos. En
particular analizamos el caso de los torneos parabélicos los cuales han sido usados para estudiar
estructuras geométricas sobre las variedades bandera cldsicas por Paredes y Pinzén [29]. Asimismo,

presentamos un nuevo resultado que nos dice que todo torneo parabélico es localmente transitivo.
2. Torneos parabélicos y torneos localmente transitivos
Definicién 2.1. Un torneo o z-torneo es un grafo dirigido o digrafo con n vértices o jugadores ps,...p,,

tales que cada par de vértices estd unido por exactamente un arco P~p;0P~D; Si PP decimos que p,

le gana a p;> ver [20].
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Se acostumbra también definir un torneo como un par T=(V,E), donde V es el conjunto de vértices y E
el conjunto de arcos, con la condicién que entre cada par de vértices siempre existe un tnico arco que

los une. Asimismo, se acostumbra denotar los arcos como un par (p,, p), sip=p;

Definiciéon 2.2. Dados los torneos T1 con n jugadores {1,..,n} y Tz con m jugadores {1,..,m}, un
homomorfismo entre T1 y Tz es una aplicacién ¢:{1,..,n}—{1,..,m} tal que si s—t en T1 entonces
D(s)=>P(t) 6 Pp(s)=¢p(t) en Tz. Cuando ¢ es biyectiva se dice que T1 y Tz son isomorfos.

Cada torneo determina una n-upla (sz,..,Sn) cuyas entradas son el nimero de juegos que gana cada
jugador. Esta n-upla es llamada vector resultado o vector marcador del torneo (en inglés score vector).

Podemos ordenar las entradas del vector resultado de tal forma que 0ssis<sn<ny ademds tenemos
n

que 37y = (5)

Los torneos pueden ser clasificados en clases de isomorfismo, la Figura 1 contiene las clases de
isomorfismo de n-torneos para n=2,3,4. En esta figura se estd usando la siguiente convencién
introducida por Moon [20], si se observa la figura vemos que faltan algunos arcos entre los
vértices, pero en la convencién de Moon se sobreentiende que desde cada vértice superior hay un

arco yendo hacia cada vértice inferior.

() 2 ° 3
® &
L ]
L ] 3
(0.1) (0.1.2) (1.1.1)
4) e 5) * (6) (7)o
[ ] &
[ ] L ]
. L .
(0.1.2.3) (1.1.1.3) (0.2.2.2) (1.1.2.2)

Figura 1. Clases de isomorfismo de n-torneos para n=2,3,4, y vector resultado correspondiente.
Claramente torneos isomorfos tienen el mismo vector resultado, pero no es cierto que torneos con el

mismo vector resultado sean isomorfos como sucede con los 5-torneos (9), (10) y (11) en la Figura 2,

los cuales tienen el mismo vector resultado (1,2,2,2,3) pero no son isomorfos.
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Se dice que un torneo es transitivo si la relaciéon “—”es transitiva, esto es, si i—j y j=k entonces i—=k. Los
torneos transitivos tienen la particularidad que todos ellos son isomorfos entre si y su vector resultado
es (0,1,2,..,n—1). Las clases de isomorfismo correspondiente para n=2,3,4 son respectivamente (1), (2)
y (4) en la Figura 1y para n=5 es (1) en la Figura 2.

El n-torneo canédnico Tn (ver [2]) es definido por

=J < i<j, (1)

es ficil ver que salvo isomorfismos este torneo satisface las siguientes propiedades equivalentes

* Thnes transitivo.

* Tnno contiene 3-ciclos, i.e. caminos cerrados i1 —i2—iz—1i1.

 El vector resultado de Tnes (0,1,2,...,n-1).
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Figura 2. Clases de isomorfismo de 5-torneos.
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Definicién 2.3. Dado un torneo T,la matriz de adyacencia M(T )=(aj;) del torneo se define por: a;=0,
sij—i; ay=1, sii—j;y aii=0.

Las matrices de adyacencia de los torneos (2) y (3) en la Figura 1 son respectivamente

011 010
(0 0 1) y <O 0 1) 2)
0 0 0 1 00

Definicién 2.4. Un torneo se dice que es parabdlico si, salvo permutaciones, es tal que para cada par

de vértices 7y j se tiene que

i—>j, sij—1i esimpar 3)
j >0, si j—i espar
Estos torneos reciben ese nombre porque estin relacionados con las estructuras cuasicomplejas

parabolicas sobre variedades bandera (ver [29]). En [29], se probé el siguiente resultado
Teorema 2.1. Si Tes un n-torneo parabélico entonces su vector resultado tiene la forma
(n—k,..,n=k), si n=2k-1 (4)
(n—(k+1),..,n—-(k+1),n—k,..,n=k), si n=2k (5)

La Figura 3 contiene los torneos parabdlicos para los casos con 3,4,5 y 6 vértices, respectivamente. La
reciproca del teorema anterior es falsa porque, por ejemplo, para n = 6, existen torneos distintos del

parabdlico que tienen el mismo vector resultado.

Para el caso en que n=2k—1 o sea impar, el teorema si es una equivalencia pues solo hay una clase de
isomorfismo de torneos cuyo vector resultado tiene iguales todas las entradas (n—k,..,n—k). Esto se

debe a que la suma de las entradas en el vector resultado debe ser

(n—Dn_ (2k-2)n

14+2+4+n—1= 3 = > =k -Dn=mn-kn.

Es decir, tenemos el siguiente resultado

Proposicién 2.1. Para n=2k-1, T es un n-torneo parabélico si y solo si su vector resultado tiene la

forma (n-k,..,n-k).
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Los torneos objeto de esta proposicién son llamados “torneos carrusel” y han sido estudiados por

Coregliano, ver [7] y [8].
Definiciéon 2.5. Consideremos un n-torneo T, dados x y y dos vértices del torneo un camino dirigido
de x a y es una secuencia de arcos {a; > a;41}%;, donde ar=x y ar=y. Decimos que la longitud del

camino es k.

Se dice que T es fuertemente conexo si para cada par de vértices x,y existe un camino dirigido de x a y.

2 1 4
(11,1) (1122)
2 3
2 6
1 / 4

5 3

5 1 A
(22222 (22.2,33.3)

Figura 3. n-torneos parabdlicos para n=3,4,5,6

Definicién 2.6. La longitud d(x,y), entre dos vértices x,y del torneo estd dada por la longitud del

camino dirigido mds corto de x a y.

Claramente, si T es fuertemente conexo entonces la distancia es finita. La funcién distancia es
positiva y satisface la desigualdad triangular pero no necesariamente es simétrica, es decir, dados dos
vértices X,y no necesariamente d(x,y)=d(y,x). Por ejemplo, en el torneo de la Figura 4, tenemos que
d(2,1)=1#2=d(1,2).

148 Universidad Francisco Gavidia




Realidad y Reflexién ¢ Afio 20, N° 51 * San Salvador, El Salvador, Centroamérica * Revista Semestral * Enero-Junio 2020

5
Figura 4. Ejemplo de 5-torneo

Definicién 2.7. Para cualquier vértice x de un torneo T=(VE) definimos la vecindad saliendo de x

como el subtorneo

e (x)={yeV:(xy)€E} (6)

De forma similar se define la vecindad entrando de X como el subtorneo
' (x)={z€V:(zx)EE} (7

Para cualquier vértice x€V, el grado de salida de x, denotado por d7*, es el nimero de arcos que salen
de x, esto es, 4" = I (). Decimos que T es d-regular si cada vértice tiene el mismo grado de salida.

De acuerdo con el Teorema 2.1. los n-torneos parabdlicos con n impar son d-regulares.

Similarmente, el grado de entrada de x, denotado por di, es el nimero de arcos que llegan (entran)

a x, esto es dif = [T (x)|.
Un tipo de torneos que han sido estudiados y usados para estudiar la geometria de variedades bandera
son los torneos localmente transitivos. Un torneo T=(VE) se dice que es localmente transitivo si para cada

vértice X€V los subtorneos T (x) y T™(*) son transitivos, ver [1,6,11,12].

Resulta entonces natural preguntarse si un torneo parabdlico es localmente transitivo, esta pregunta no ha sido

abordada en otros articulos sobre torneos escritos por el autor de este trabajo por otros autores.
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Teorema 2.2. Si T es un n-torneo parabélico con vértices {I1,...,n} entonces T también es localmente

transitivo.

Demostracién: Por el teorema 2.1 sabemos que si T es parabélico entonces su vector marcador es

(n-k,..,n-k), si n=2k-1

(n-(k+1),..,n—(k+1),n-k,..,.n-k), si n=2k

Supongamos que n=2k-1 entoncesT tiene vector marcador igual a (n-k,..,n-k). Por la definicién de
torneo parabdlico tenemos que

n—(Mm—2)=2espar = n—n-—2

n—-(mn—4)=4espr = n—on-—-4

n—3=2k—1—-3=2k—4espar = n—3

n—1=2k—-1—-1=2k—2espar = n—o1

Por tanto,
ree!sn)={n-2,n-4,..,3,1}
Similarmente podemos ver que

rmn)={n-1,n-3,..,4,2}

Veamos ahora que I'®**(n) es transitivo:

n—2)—-(nm—4)=2espar = n-—-2—on-—-4%

nm—2)—-(m—6)=4espar = n—-2—on-—-6

(n—2)—-3=2k—6espar = n—2—3

n—-2)—1=2k—4espar = n-2—o1
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Asimismo se puede ver que n—4 le gana a n—6, n—8..,3,1 y asi sucesivamente con todos los otros

vértices hasta que lleguemos a 1 el cual pierde con todos los otros. Es decir que el vector marcador de
ro¥(n) es

(0 1,2 n_l)
2 ) LA ] 2 )

en otras palabras I'**(n) es transitivo. De forma similar se puede ver que I'™(n) también es transitivo.

Claramente, lo que hemos hecho hasta aqui es valido para cualquier vértice pues siempre es posible
renombrar los vértices de tal forma que el vértice para el cual vamos a calcular sus vecindades entrando
o saliendo sea el vértice n. Finalmente, un argumento similar funciona si n=2k. Por tanto, cualquier

torneo parabdlico es localmente transitivo.
3.La curvatura de Ricci

Esta seccién se escribié siguiendo algunas ideas contenidas en el interesante articulo de Yamada [31],

publicado recientemente.

Definicién 3.1. Dado un torneo T=(VE), definimos para cualquier vértice XEV'y cualquier a€[0,1]

una medida de probabilidad mg sobre V como

a, siv=x
. 1—a .
mg(v) = Zout si(x,v) EE 8
X
0, en otro caso

Definiciéon 3.2. Dadas dos medidas de probabilidad u y v sobre V definimos la distancia de Wasserstein
entre Ly vV como

W v) = infy ) A, v)d(w, v) ©

donde A:VxV—[0,1] son todas las aplicaciones tales que

> A v) = uw),

vEV (10)
Z A, v) =v(v)

uev

Una aplicacién como esta es llamada un acoplamiento entre Ly v. Para tomar el infimo en la definicién

anterior es necesario garantizar la existencia de un acoplamiento, Yamada [31] define el siguiente
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acoplamiento entre dos medidas de probabilidad m¥ y my la cual satisface (10)

a, siu=x,v=y
mZ(u
Alw,v) = dxogit)‘ siu € I'%(x),v € ['%(y) (11)
y
0, en otro caso

Como la distancia no es simétrica un acoplamiento A para el cual se alcanza la distancia de Wasserstein

no necesariamente existe. En caso de existir es llamado el acoplamiento éptimo.

Definiciéon 3.3. Dado un torneo T=(V,E), para cualesquiera dos vértices X,y€V se define la @-curvatura
de Ricci de x y y como

Ka(y) = 1 WS?"’)) 12)

En el articulo de Yamada [31], usando unas técnicas un tanto sofisticadas, se prueba la existencia del

siguiente limite

ke(x,y)

)’

lim
a-1 1—a

para cualquier par de vértices X, y. La existencia de dicho limite justifica la siguiente

Definicién 3.4. Dado un torneo T=(VE), para cualesquiera dos vértices X,y€V se define la curvatura
de Ricci de x yy como

. Ka(x,y)

4. Curvatura de Ricci para torneos parabdlicos

En esta seccién encontramos la curvatura de Ricci de los torneos parabélicos d-regulares, es decir,
torneos parabélicos para los que cada vértice tiene el mismo grado de salida. Estos torneos son
aquellos torneos T con n=2k—1 vértices cuyo vector marcador es (n—k,..,n—k). Estas son las matrices

de adyacencia de los correspondientes torneos para n=3,5,7,9
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01 0
n=3 (O 0 1>, vector marcador = (1,1,1) (149
1 0 0
01100
0 01 10
n=>5 0 0 0 1 1|, vectormarcador = (2,2,2,2,2) (15)
1 0 0 0 1
11 0 0 O
0111000
0 01 1100
0 0 01 1 10
n=7 0 0001 1 1|, vectormarcador= (3,3,3,3,3,3,3) (16)
10 00 0 1 1
11 00 0 0 1
1110 0 0 O
011110000
0 01111000
0 001 11100
0 00011110
n=9]10 0 0 0 0 1 1 1 1|, vectormarcador = (4,4,4,4,4,4,4,4,4) (17)
10 0 00 0 1 1 1
11 0 0 0 0 0 1 1
11 100 00 0 1
11 11000 00

Tomemos el dltimo caso para hacer algunos célculos que nos permitan encontrar la curvatura de

Ricci, llamemos v Vo VaV VeV Vo, VeV los vértices del torneo entonces las vecindades saliendo para

cada vértice son

T (v;) = {vy, V3, V4, Vs}
Fout(vz) = {173, V4, Us, VG}
T4 (v3) = {v4, Vs, V6, 7}
Fout(v4) = {175' Ve, V7, VB}
[ (vs) = {vg, V7, Vg, Vo} (18)
[ (vg) = {vy, v7, Vg, Vo}
T (v,) = {vy, vy, Vg, Vo)
[ (vg) = {vy, V5, V3, Vo}
T (vg) = {vy, V2, V3, 4}

Claramente, vemos que para j€{2,...,k-1} tenemos

ro“t(p)n F"“t(vj) = {vj+1, ...,vk}yF"”t(vl) NroYt(y,) = 0 (19)

Calculemos la curvatura sobre los arcos saliendo de v1, entonces para j€{2,...k} y I€{1,...j-1}, se

. a a
define un acoplamiento 4jentre My, y My; como
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a, siu=v,v=y
1-a
= siu = v € I (vy) NT*"(v;)
A (u,v) = 20
jn)=1 " | 20)
) SiU = V4,V
n 1+ YVk+l
0, en otro caso

y la funcién fj:I" (vi)—-T" (vj) dada por

1, siu =,
fiw) ={-1, siu €T (v)\ T (v,) 21)
0, en otro caso

Observamos que usando el acoplamiento Ay la funcion fj, la curvatura para cualquier arco (x,y)€E la

curvatura es alguno de los siguientes valores

1 k-2

Teorema 4.1. Dado un torneo T=(VE) parabélico d-regular con n=2k-1 vértices, la curvatura k(x,y)
para cualquier arco (x,y)€E es alguno de los siguientes valores

0 1 k—2 22
=1 k=1 (@2
Conclusiones

Este trabajo nos presenta una nueva posibilidad para adelantar nuevos trabajos de investigacién usando
el concepto de curvatura de Ricci para grafos introducido por Lin, Lu y Yau[14]. El objetivo seriatratar
deconectar el nuevo concepto con nuevas propiedades geométricas de las variedades bandera. En
particular deberfamos estudiar més a fondo la definicién de curvatura de Ricci para grafos dirigidos

introducida por Yamada en [31] a partir del trabajo de Lin, Lu y Yau[14].

Una idea para continuar este trabajo es seguir explorando este concepto para el caso de torneos transitivos
y localmente transitivos e intentar obtener nuevos resultados para estructuras cuasicomplejas y por tanto
para métricas (1,2)-simplécticas sobre las variedades bandera. A partir de esto posteriormente, se deberia
intentar generalizar estos resultados para f-estructuras (ver [3]) sobre las variedades bandera y por tanto

buscar nuevas propiedades para métricas sobre las variedades bandera definidas usando f-estructuras.

Por otro lado, también seria interesante continuar estudiando los grafos como tal y las diferentes
curvaturas que se pueden definir para grafos. Por ejemplo, la curvatura de Forman-Ricci introducida
por Leal e al. en [13], la cual se basa en el trabajo de Forman [10], parece estar relacionado con un
concepto bastante conocido en geometria llamado flujo de Ricci.

154 Universidad Francisco Gavidia




Realidad y Reflexién ¢ Afio 20, N° 51 * San Salvador, El Salvador, Centroamérica * Revista Semestral * Enero-Junio 2020

Mis recientemente, Monsalve e# /. [18,19] han obtenido resultados muy interesantes sobre energia de
grafos dirigidos en los cuales se usa fuertemente el grado de salida d2* y el grado de entrada dy* de los
vértices del grafo. La idea es estudiar estos articulos y tratar de relacionar los resultados alli presentados

con el concepto de curvatura de Ricci o de Forman-Ricci.
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