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RESUMEN

Utilizando principios de simetrias en relatividad general, las geodésicas
de movimiento de estrellas y fotones en la region de un agujero negro
(BH) de Kerr-MOG son calculadas. Posteriormente, se encuentran expre- condensada, Escuela de Fisica. Universidad
siones matematicas para la masa (m) y el pardmetro de spin del BH en
estudio (a) en términos del corrimiento al rojo y al azul de los fotones
emitidos por una estrella que orbita el BH. Los resultados de este trabajo hermes.bautista@unah.edu.hn
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ABSTRACT

The geodesic of motion for stars and photons around a Kerr-MOG black
hole is calculated using symmetry concepts from general theory of relati-
vity. With the help of these findings, we were able to calculate the mass
(m) and spin (a) of the black hole in terms of the blueshift and redshift of
a photon produced by a star around the black hole. Our results, which

. . . T
account for star orbits that are not in the equatorial plane (0 = =), allow

us to express constraints that may aid in the verification of general theory
of relativity in the presence of strong gravitational fields.
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I | INTRODUCCION

Los agujeros negros son los objetos mas impresionantes y exéticos del universo, estos extrafios y
complejos cuerpos surgen al resolver las ecuaciones de campo de Einstein (Yagi y Stein, 2016), y son
de interés tanto para el piblico en general como para los cientificos, pero ;por qué son tan interesantes?,
la respuesta es clara; el suefio de los fisicos a lo largo del tiempo siempre ha sido unificar todas las
interacciones de la naturaleza en una sola teorfa del todo, esto ha sido intentado por las grandes mentes
de la ciencia (Miramontes y Volke, |2013), y al parecer los agujeros negros son una de las principales
razones que impulsan la bisqueda de esa unificacion, ya que la teoria de la relatividad general no
basta para explicar lo que ocurre en el interior del agujero negro, se debe aplicar la mecdnica cudntica
también (Manko y Novikov,|1992).

El concepto de agujero negro no nace con la relatividad general de Einstein, la primera suposicién
de su existencia data del siglo XVIII, con las especulaciones de John Michell en el Reino Unido, y
Pierre Simén de Laplace en Francia (Miramontes y Volke| |2013)). John Michell, un geélogo ingles
se preguntaba de que tamafio tendria que ser una estrella con una cierta masa para que su velocidad
de escape fuera tal que ni la luz pueda escapar, la velocidad de 1a luz es de 300,000 km/s (Bambi y
Cosmol, |2011). Se sabe que todos los cuerpos tienen una velocidad de escape, por ejemplo para escapar
de la Tierra se debe lanzar un objeto a 11 km/s, de manera que en un agujero negro la gravedad es tal
que ni la luz puede escapar (Miramontes y Volkel 2013).

Estos objetos que imagino John Michell y Laplace permanecieron como una simple curiosidad, no fue
sino hasta el siglo XX cuando el joven Albert Einstein publicara su teoria general de la relatividad en
1915 (Miramontes y Volke} 2013). La teoria general de la relatividad viene a reemplazar la teoria de la
gravitacién de Newton, segtin Newton el tiempo y el espacio son absolutos, y la gravedad es una fuerza
que aparece instantdneamente, a pesar de que Newton logro una gran hazafia al unificar la mecéanica
celeste con la mecénica terrestre, su teoria era incompleta (Will,[1993)). El universo mecdnico de Newton
debia ser modificado, hubo que esperar mucho tiempo hasta que aparecié Einstein y revoluciono nuestra
forma de ver el universo. Segiin Einstein la gravedad no es una fuerza, sino el resultado del movimiento
de un cuerpo que se mueve en un espacio-tiempo que ha sido curvado por la presencia de otro cuerpo.
Einstein pudo llegar a esta idea gracias al principio de equivalencia, la teoria general de la relatividad
es la teorfa moderna de la gravitacién (Johannsen, [2016).

Las soluciones de campo de Einstein son muy complejas, de hecho Einstein creia que nunca serian
resueltas, pero unos meses después fueron encontradas las primeras soluciones exactas por el fisico
alemdn Karl Schwarzschild en 1916 (Carroll, 2016). Las soluciones de Schwarzschild son para un objeto
esférico y estatico, y en el vacio lo que simplifica el problema, los agujeros negros de Schwarzschild
fueron los primeros en conocerse.

Hubo que esperar hasta el afio de 1963 cuando Roy Kerr, un fisico neozelandés encontré una solucién
exacta de las ecuaciones de campo de Einstein. Un agujero negro de Kerr a diferencia de uno de
Schwarzschild tiene rotacién y los pardmetros que lo caracterizan son su masa M y momento angular a
(Herrera-Aguilar y Nucamendi, 2015)).

En los tltimos 20 afios se han realizado multiples esfuerzos para poder caracterizar los pardmetros de
un agujero negro desde la perspectiva de teoria de la relatividad general, investigaciones de la NASA
sugieren que hay un agujero negro supermasivo en el centro de nuestra galaxia (Ghez y cols.| [2004]),
recientemente se pudo fotografiar uno de estos objetos por primera vez (Ghez y cols., [2008)), pero aun
con todos estos esfuerzos, encontrar expresiones matemdticas de los parametros de un agujero negro
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Figura 1: Orbitas de estrellas alrededor de Sgr A%, imagen tomada de Keck/Ucla Galactic Center Group.

en términos de posibles observables fisicos es una tarea compleja. En este trabajo de investigacion
utilizamos un método para calcular estos pardmetros en términos de los desplazamientos al rojo y al
azul, nuestro trabajo es motivado por las observaciones de las érbitas cerradas de estrellas al rededor de
un agujero negro super masivo en el centro de la Via Lictea y ademds, por los resultados presentados
en la referencia (Sheoran, Herrera-Aguilar, y Nucamendil 2018)).

En la figura [I| podemos ver las orbitas de varias estrellas girando en torno al agujero negro super-
masivo Sagitario A* el cual estd alojado en el centro de nuestra galaxia la Via Léctea, existen datos
experimentales sobre la Orbita de la estrella SO-2 los cuales nos serdn de mucha ayuda en este trabajo
(Herrera-Aguilar y Nucamendi, [2015). La idea de nuestro trabajo se enfoca en utilizar particulas
geodésicas (estrellas) orbitando un agujero negro, estas estrellas emiten luz, la cual sera detectada por
instrumentos en la Tierra, pero debido al movimiento orbital de la estrella habra un desplazamiento
al rojo y al azul z, y z; respectivamente (Sheoran y cols., |2018)), los pardmetros que caracterizan el
agujero negro finalmente serdn expresados en funcidn de estos desplazamientos.

El orden de este articulo es el siguiente; En la Seccion 1, presentamos una breve introduccién sobre la
importancia de los agujeros negros y la necesidad de determinar los pardmetros (masa y spin) de este a
partir de los fundamentos de relatividad general. En la Seccién 2, presentamos los fundamentos de la
métrica de Kerr y de la gravedad modificada, se presenta ademds el método y detalles especificos para
determinar las geodésicas de movimiento para particulas con y sin masa en la vecindad de un agujero
negro. En la Seccién 3 presentamos el andlisis numérico de nuestro trabajo y finalmente en la Seccién
4 presentamos las conclusiones y posibles opciones de trabajo a futuro.

II | FUNDAMENTOS TEORICOS

En este seccidn presentamos algunas soluciones a las ecuaciones de campo de Einstein, como ser
la métrica de Schwarzshild y la métrica de Kerr, que bajo ciertas condiciones fisicas pueden ser
utilizadas para representar algunos agujeros negros astrofisicos. Sin embargo, el objetivo es presentar
un predmbulo de la métrica de Kerr-MOG (gravedad modificada), que serd la utilizada en este trabajo
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ya que es una métrica mas general y puede ser utilizada para estudiar una alternativa (o bien para valida
relatividad general) de la teoria de gravedad de Einstein en presencia de un campo gravitacional fuerte

1| Agujero negro de Kerr

El agujero negro asociado a la solucion de Schwarzschild corresponde al caso de simetria esférica, !
como tal es la solucién que uno no espera encontrar en la naturaleza. Los objetos astrofisicos reale
tienen momento angular, por lo que no son completamente esféricos (Miramontes|y Volke, 2013).

La primera solucion para un agujero negro mas general que la de Schwarzschild fue la asociada a ur
agujero negro esférico pero con carga eléctrica, encontrada poco después de la de Schwarzschild,

conocida como la solucién de Reissner-Nordstiom (Carroll,|2016). La solucién para un agujero negro

con rotacién fue encontrada por Kerr en 1963 (Chandrasekhar, 1983). La métrica de Kerr tiene la

siguiente forma:

dg= 1 2?2’” dt? %rzser?q(dtdj +dj di)+ %dr2+ r*dg?
+ ?rjq (r’+a®? a’Dserfq dj 2 (1)
donde
D(r)=r? 2GMr+ a° 2)
y
jr2(r,q)j =r?+ a’cogq: (3)

DondeM es la masa del agujeroaes el parametro de rotacion que esta relacionado con el momento
angular] del agujero negro de la forma(Sheoran y cols., 2018)

a= J=M: (4)

La solucion de Kerr resulta considerablemente mas compleja que la de Schwarzschild, y tiene algunas
propiedades muy interesantes. En particular, paraM el horizonte de eventos desaparece y la
solucion corresponde a lo que se conoce como "singularidad desnuda"(Sheoran y cols., 2018), es decil
una singularidad que no esta protegida por un horizonte de eventos. De la métrica de Kerr también
podemos observar que existe una region externa al horizonte de eventos de donde es posible escap
pero no esta permitido permanecer en reposo, a dicha region se le conoce como ergosfera (Bardee
Press, y Teuklsky, 1972).

2| Gravedad Modi cada

La gravedad modi cada satisface unas ecuaciones de campo que son mas generales que las de Einste
estas incluyen campos escalares y vectoriales y se promueve la constante gravitacional de Newtotr
a un campo escalar en lugar de una constante(Moffat, 2015), MOG no es empleado en este trabajc
como una alternativa a la materia oscura, la importancia del paramesque altera las 6rbitas de
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Figura 2: Ergosfera entorno al horizonte de sucesos, imagen tomada de ALBERTO APARICI / YUKTEREZ
(SIMON TYRAN).

las estrellas, cuandn= 0 recuperamos la métrica de Kerr. La ecuacién escalar para MOG tiene una
solucion estatica y esféricamente simétrica para agujero negros determinada poriN& coasdos
horizontes, la constante gravitacional®s Gy(1+ a) dondea es un pardmetro (Moffat, 2015).
Ademas de la masa, nosotros incluimos en nuestra solucién el egpmMa.

2
4 = rEZ(dt aserqdj) Serfq[(r2+ A)dj adf? %olr2 r2de?; 5)
donde
D=r2 2GM, + a’>+ aGNyGM?; (6)
r2=r2+ a’cogq: 7)

La geometria del espacio-tiempo es axialmente simétrica alrededor dell&je horizontes son
determinados por las raicesbe 0 Moffat (2015)

" #
a2 a

=Gy(1+a)M 1 1 ;

r =Gn(1+ a) R+ aPMe Tra (8)

y el horizonte de la ergosfera es determinadoggge O
" s #

a?co<q a
=Gn(l+a)M 1+ 1
e N( a) Gﬁ(l"‘ a)2M2 1+ a

(9)

La gravedad modi cada esta basada en un principio de accién, y toma la siguiente forma (Moffat,
2005):

S=Sgravt & + S+ Swv; (10)
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donde
14 ,p_ 1
- - @ r—= -+ .
SGrav= 160 dx g g(R+2L) | (12)
Z
s= d gw %B“”BWV(f) : (12)
y
N 11
S= d g o Eg“”|\|”c;|\|nc; V(G)

1 1« -~
G Eg“”NMWNnW V(W)

1 1 .« -
+|127G+ ég“”NuuNnu V(i (13)

3| Desplazamientos al rojo y al azul

Necesitamos calcular la expresiéon para los desplazamientos al rojo y al azul en términos de las
frecuencias de los fotones detectados, para lo cual debemos expresar las frecuencias de un foté
en términos de las cuadrivelocidad¢3, y los cuadrimomentoK; medidas por un observador
localizado en un puntb.

Ne=g = KuUH : (14)

De=q

Donde el indicee=d, (€) es para el emitido yd) el detectado en el espacio-tiempo del pudtSheoran
y cols., 2018), las velocidades de las particulas maslfasy los momentos de los foton&g, son:

8 -
gUé‘:(U‘;U';Uq;U{)Je
Ug = (U5U50%U))jg
3 Kg = (KK K% KD je
C K= (KGKEGKGKD)jg:

(15)

Con la frecuencia de los fotonagy = (K,U") podemos calcular los corrimientos al rojo y al

ed
azul a partir de la expresion general (Sheoran y cols., 2018), la cual es:

z=le Mz le g, (16)
d d
ne'

1+ z= m, (17)
14 7= (EK' LK) grU'K"  gqqUIKY) 19)

(EKt LKl grU'K'  ggqUIK9)’

t j rer qr d
1+ 7= (EU" LU} grU'K" gqqUIKY) (19)

T (EUY LUl grUTKT  geqUka)
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Figura 3: La gura muestra el redshift de los fotones emitidos por una estrella que 6rbita un agujero negro de
Kerr tomado de (Sheoran y cols., 2018)

En las ecuaciongd8)y (19)hemos hecho uso de los vectores de Killing para expresar los desplaza-

mientos en funcién de la energia y el momento angular las cuales son cantidades que se conserva
(Sheorany cols., 2018).

Como la drbita es circular entonc@s’ = 0), y asi las expresiones se simpli can quedando como:

(EK LK ggqqUIK9) .

1+ z= (EKC TR o UKa)’ (20)
EU! LU ggqUkd)=e

1+ z= . ; 21
EQU! LUl ggqUIK9)=d @1

Como el parametro de impactoles Ly=Ey podemos manipular la expresion a n de introducir este
en los desplazamientos al rojo y al azul Sheoran y cols. (2018)

14 go EUE (LeEQUL  (dagEgUSKD)

= ; 22
EfUS (LeEgU]  (GaqEQUIK) @2
UL bl (gq=EQUSKY)

1 = : 23

+z Uct, deé (9qa=Eg)UJKY) (23)

En la cinematica del desplazamiento al rojo, el valor central del parametro de impactoGe cual
permite expresar lo siguiente (Sheoran y cols., 2018):

o) 14 7,= Jo (GarEQUEKE, (24)
Us  (Goa=EgUdk]
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Si restamos (23) y (24) obtenemos lo siguiente:
%=(1+2 (I+z)=2z z; (25)

baU) UL baUbUY + % beUbUSK]  byU) UgKS
9
(26)

2= , , :
US(UY  baU))+ % USK] baU) UL+ % Ugkq
g g

4| Métrica del agujero negro de Kerr con MOG

Las componentes del tensor métrico de Kerr con gravedad modi cada (MOG) son las siguientes
(Moffat, 2015):

o= 2 Esera (27)
o = o (29)
o = 2 %) aserfq; (29)
J9q=S; (30)
o - (r2+ a?)2 < Da’serfq serfq: (31)

La métrica de Kerr con MOG luce de la siguiente manera:

a’serfq+ D) r2+ a?

d& = S

dt®+ %drz 2 aserfqdtdj

Da? serfq+(r2+ a2)?

s serfqdj % (32)

+ Sdg? +

Las componentes del tensor métrico estan en funcién de las siguiente cantidades (Moffat, 2015):

— .2 2 2 .
D=rc 2GMr+ a“+ FM{?E ; (33)
S=r?+ a’cogq; (34)
G=Gn(1+ a); (3%)

G Gy . i
a= T; paradmetro de deformacion. (36)
N

Enla gura 4a podemos notar lo altamente sensible que es la compapepdea diferentes valores del
parametro de deformacia cuandoa = 0 ocurre el caso especial, en el cual recuperamos Relatividad
General.

El parametro de deformaci@ntiene un efecto sobre el tamafio de las érbitas, como podemos apreciar
cuando el valor da incrementa la 6rbita reduce su tamafio como podemos apreciar en la gura 4b.
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@ (b)

Figura 4: En la gura 4a podemos ver el efecto del pardmedren la componentg y en la gura 4b notamos la
importancia de dicho pardmetro en el tamafio de las orbitas.

5| Método de Shandrashekhar para calcular la energia

Las geodésicas para particulas masivas (estrellas) son las siguientes:

SP(U2=T2 D[r’+(L aE)?+ K= V2(r); (37)
T=E(r’+a’) La (38)
V(r)=[E(r?+a®) La® (1> 2GMr+ a’+ M)
[r*+(L aE)®+K]; (39)
hacemox= L aE (Shandrashekhar)
V(r)=[Er’+ a’E La]® (r> 2GMr+ a2+ M) [r?+(L aE)?+ K]: (40)

De modo que el potencial gravitacional queda expresado en términos de la energia, el momento angula
los parametros del agujero negrg M y el parametro de deformaci@) denota el producto.

V() =[Er? alL aE)? (r> 2GMr+a’+ M) [r’+(L aE)?+k]; (41)

V(r)=(Er? aX? (1> 2GMr+a’+ M) (r’+ x2+K) (42)

DerivandoV/(r) tenemo/qr) con respecto a

vqr) = d\;(rr); (43)
=2(Er® aX)(2Er) (2r 2GM)(r’+ x2+ k)
(r? 2GMr+ a?+ M) (2r); (44)
VA =2r(2)(r’e? aEX 2r 1 Gr—M (r2+ 2+ K)
2r(r2  2GMr+ a®+ My); (45)
vAr)= 2r 2(r’e? aEX 1 GTM (r?+x2+ k) (1> 2GMr+ a2+ M) (46)

Las condiciones para que las érbitas sean estables son las siguientes:
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1. V(r)= 0,
2.V4r) = o,

HacemosG= 1

E?=[u* GMu 3+ GMxXu '+ GMku ! My a’k Myklu*; (47)
E2=(u* Mu 3+ Mxu '+ Mku ' M2 ak Mpku*; (48)
E?=1 Mu+ Mxu®+ Mkuw® Mpxeu®  a%ku*  Mpku; (49)
E2=(1 Mu)+x*(M Mpu)ud+[M (My+ a?)ulku?; (50)
E2=(1 Mu)+x*(M Mpu)u*+[M (M, + a)ulku® (51)

La ecuacior{51)es la expresion para la energia, la cual es una cantidad conservada, cuando la constante
de Carter es cerkE 0) se recuperan los resultados publicados.

6| Geodésicas de particulas masivas

Para o6rbitas cerradas la energia debe ser nedatiwd, lo cual indica que el cuerpo permanece
ligado, las ecuaciones geodésicas para particulas masivas con constantes de md¥jrigikestan
codi cadas enJ', como la 6rbita es circulas” = 0y estamos fuera del plano ecuatodé® g las
expresiones para las velocidades de las particulas geodésicas son:

U'=[(r?®+ a%? Da’serfqlE (r’+a’ D)al; (52)
i (P+ad)? E (rP+2a) alL,
%U = 0D a’serfq st 5 S
2 2 L2
k a¥(1 E?)+ serfq co§q. (53)

ua=
§ S ,
. _al aE L
DS S Sserfq
DondeT E(r?+a’ La.

7| Geodésicas de fotones

Los fotones a diferencia de las particulas masivas pueden escapar del horizonte de sucesos y viajar pc
el espacio siguiendo geodésicas nulas en un plano no ecuatorial (Chandrasekhar, 1983). Las ecuacione
geodésicas que describen el movimiento de los fotones en el espacio tiempo del agujero negro de Kert
con MOG y con parametros constankgsLq y kg, quedan expresadas de la siguiente manera:

8
DX =[(r?+ a®? Da’serfqlEy (r’+a® D)alg
% S(K)?=Tg Di(Lg aEy?+ kgl:

2

% S2(K9)2 = kg o2E2+ Ly (54)

sertq cosq;

* (DSserfq)k = aserfq(r’+a?> D)Eg+(D a’serfq)Lg
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Figura 5: La gura muestra el redshift de los fotones emitidos por una estrella que 6rbita un agujero negro de
Kerr tomado de (Banerjee y cols., 2022)

DondeTy=(r?+ a®)Ey aly.

De modo que para 6rbitas no ligadas 1, y las componentes del cuadrimomekfipara los fotones
son las siguientes:

8 2\2 24 222
(o (P+ad)? E (r°+a’)” aL g
K= . D a’serfq >t a 5 =
oo B Dl i
s S '
L2 (55)
2E2 4
%kq— k aEg* serfq
kJ = aiTg aEg
DS ser?q
Tg=(r?+ a% Eg alg: (56)

8| Calculo del corrimiento al rojo y al azul de fotones emitidos por estrellas orbitando un agujero
negro

Necesitamos calcular la expresion para los desplazamientos al rojo y al azul en términos de las
frecuencias de los fotones detectados, para lo cual debemos expresar las frecuencias de un foté

en términos de las cuadrivelocidadé3, y los cuadrimomentoK; medidas por un observador
localizado en un puntD.

Ne=g = KuU" (57)

Deg
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Donde el indicee=d, (€) es para el emitido yd) el detectado en el espacio-tiempo del pudtSheoran
y cols. (2018), las velocidades de las particulas masifasy los momentos de los foton&g; son:

g Ug = (UL U U U je

Ul = (Uhunu%ud)jg
§KQ:(KI:Kr;Kq:KJ )ie
K = (KGKGKYGKD)jg:

(58)

Con la frecuencia de los fotonag = (K,U") podemos calcular los corrimientos al rojo y al
e=d

azul a partir de la expresiéon general, la cual es:

z= Ln - % 1; (59)
d d
1+ 2z= 2—3; (60)
14 = (EKC LK grUTKT  goqUK), 61)
(EKt LKl grU'K"  gqqUIKO)’
t j rKr aka
145 EYY LT grUTKT gagUKI), 62)

T (EUY LUl grUTKT goqUka)

En las ecuaciond$1)y (62)hemos hecho uso de los vectores de Killing para expresar los desplaza-
mientos en funcién de la energia y el momento angular las cuales son cantidades que se conserva
(Sheorany cols., 2018).

Como la drbita es circular entonc@is’ = 0) y las expresiones nos quedan de la siguiente forma:

_(EK LKl ggqU9kd)
C(EK' LK ggqUIK9)’

_EU' Ll ggUKh)=e
1+ z= EUT LUl 0gUKD=d (64)

1+ z (63)

Como el parametro de impactoles Ls=Ey podemos manipular la expresion a n de introducir este
en los desplazamientos al rojo y al azul

Eg(Us  (LgEgUé  (gqq=EgUIKD) | (65)
EgU§ (LmEQUg  (Gaq=EgUgk])’
14 7= Us bl (gaq=EgUdkd) :

U bl (Gae=EgUgkd)
En la cinemética del desplazamiento al rojo, el valor central del parametro de impactoGe cual
permite expresar lo siguiente:

1+ z=

(66)

UL (gai=EgUSKE. o7
U (9qq=EgUgk] ©D

:) 1+ z. =
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Si restamos (66) y (67) obtenemos lo siguiente:

z=(1+2 (l+z)=12z z; (68)
baU) UL beULUY + % beUbUSK] byl UK

%= T — : 3 (69)
U§(Uy  bgu})+ Ei; UGk bgU)  U§+ EL; Udkg

Esta es la expresion general para el corrimiento al rojo y al azul, donde el subledicma etiqueta

gue puede ser reemplazada pdrb, podemos notar que cuande g regresamos al caso del plano

ecuatorial ya quelg = 0yUg = 0.
Recordamos qukly, = GM; M, = aM?GGy.
b = L&Ey (70)

Debemos tomar en cuenta duge= by a lo largo de las trayectorias de los fotones, estos dos valores
dan dos desplazamientos diferentes los cuales son:

UiUlby  UlUlbe + % ULUgkdbe U} Ukdby

= _ d ; (71)
ULUY Ulby )+ % Ulby 20U+ % UGy UgKY
g g
Ul Ulbg:  ULUYbes + % ULUGKgber U} UgKdbg.
Z= : g 9 g : (72)
UiUg Ugba:)+ Ei; Ugbge 20§+ Eis Udkd Ugkd

Estos son los resultados mas importantes de este trabajo, en los cuales estamos considerando 6rbit
circulares fuera del plano ecuatorial.

9| Region Kerr MOG para un campo gravitacional fuerte

Si en las ecuaciones para los desplazamientos al rojo y al azul, ecud@ibne&’2) consideramos
limites para el paramet@podemos establecer un intervalo de valores para lpgy,. El limite inferior

. . . . M
para el parametra ocurre cuand@a = 0y el limite superior ocurre cuandej = plia de esta
+a
manera los intervalos para los desplazamientos al rojo y al azul son los siguientes:

7"z ¥y 4"z 4™ (73)

Los z{“'” y zg;’n tienen la misma magnitud pero diferente signo, si los datos obtenidos experimentalmente
caen dentro de este intervalo nuestra aproximacion mediante gravedad modi cada es adecuada.
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10| Region para relatividad general en un campo gravitacional fuerte

De la misma forma, si consideramos las expresiones para los desplazamientos al rojo y al azul,
ecuacione§71)y (72)y hacemos el parametro de deformacién igual a cere (), con lo cual estamos

en el régimen de la Relatividad General, esto nos permite establecer un intervalo de valores para los
desplazamientos al rojo y al azul los cuales son:

ZPTn Zrkel’l’ Z;nax y er)n'n Zbel’r quax: (74)

De manera que si el conjunto de datos obtenidos experimentalmente para los desplazamientos al rojo
al azul estan dentro de estos intervalos, implica que el agujero negro es de Kerr.

Nl | ANALISIS NUMERICO

En este seccion presentamos nuestros resultados para los parametros del agujero negro de Kerr-MO(
Por simplicidad, presentamos el caso de una 6rbita circular y en el plano ecuatorial, en primera instancia
porque nos permite validar nuestros resultados con los publicados previamente en la literatura. Sin
embargo, el calculo para un escenario mas general esta en proceso y seran publicados en un segunt
trabajo.

1| Escenario para una o6rbita circular en el plano ecuatorial

Los resultados obtenidos en las ecuacidiéyy (72)que dan los desplazamientos al rojo y al azul
son para orbitas circulares no ecuatoriales, las cuales deben satisfacer la siguiente cgndiciopn
para comprobar que nuestros célculos de los desplazamientos al rojo y @ &z) Gon correctos
hacemos el caso especial para el plano ecuat@grialp=2) en donde las cuadrivelocidaddd y K¢
son cerqU%= 0; K= Q)

) . ) : 0 . : 0
UlUlby  ULUlbe + % UbUSKIbe  UJUIKYby

z= : - —5 —0 (75)
ULUY Ubbe )+ 29 ulny  2ut++ 999 ygkg  Ugkg
d\Md d Pd Eq d Md d Eq d™Nd d™d
_ UlUlby  Uluibe 76)
Ul(U§ Ulbg)
Y para elz, tenemos al hacés9= 0yK9= 0
" 0 0#
UlUlbs,  UbUSbe, + % ULUJKIbe, U} UIKIbg,
%= 2 3 ; (77)
* 0 !
ULUL Ulbg)+ 99 auip,  aut+ %9 yoka 5 ydkg
d\~d d Md+ Eq d Md+ d Eq d"™d d"™d
i i
_ UjUlbs, ULULbe, 78)

USUS Ujba,)
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De esta manera nuestros cdlculos coinciden con los resultados ya publicados (Sheoran y cols., 2018),
en los cuales se consideran Orbitas circulares en el plano ecuatorial, en donde la constante de Carter k
es igual a cero.

. T .
Cuando estamos en el plano ecuatorial donde 6 = 3 y la constante de Carter k es igual a cero, las

expresiones para los desplazamientos al rojo y al azul son:

- UJU!by —ULU' b, ; 79
Uj(Us = Ufba_)

= U;Uébﬂ — Ue(PUébH .
Ug(Ug=Ujba.)

(80)

De este modo las expresiones para los desplazamientos al rojo y al azul quedan de forma mds compacta
y a partir de ellos se pueden encontrar los pardmetros del agujero negro de forma analitica. As{ mismo la
energia que antes obtuvimos fuera del plano ecuatorial se simplifica al resultado ya publicado haciendo
k=0.

0
E? =(1— Mou) +x* (Mo — Mpu)ur® + Mo — (Mp + @ )u)- i 81)

E* =(1 — Mou) + x> (Mo, — Mgu)u: (82)

2| Expresiones para M y a en términos de z, y z;

A partir de las ecuaciones (80) y (81) para los desplazamientos al rojo y al azul podemos resolver para
encontrar la masa M y el pardmetro de rotacion a del agujero negro de Kerr, y tomando las siguientes
definiciones: s

<My = (1+ )M,

- Mp = o M2.
TR Uty

(83)

La expresion para a es:

2o Krg(r% —2Myr, +Mﬁ) 84)
(2Mare +MB)21‘| — 7\,1”3

Donde = (z, — Zr)2 yA=(z+ Zb)2 y 1. es el radio de la estrella orbitando el agujero negro (Sheoran
y cols., 2018).
La ecuacién para la masa My, se puede calcular a partir de las ecuaciones (79), (80) y (84) dando como
resultado:
(r2 +2Mp — 3Mor.) (r; — 2Mor, +Mg) x [(2More +Mg)*n — Ar]
—4r3®, (2Mgr, + Mp)?
= AN @, (r2 — 2Mor + Mp)*[(2Mar, — Mp)™n — Arl]: (85)
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